Capitulo 1. Numeros y funciones. Continuidad y limite funcional

NUmeros reales: propiedades algebraicas, desigualdades.

Como todos sabéis se distinguen distintas clases de nimeros:

Los numeros naturales 1,2,3,... . El conjunto de todos ellos se represehta por

Los ndmeros enteros ...,-2,-1,0,1,2,... cuyo conjunto se represerifa por

Los nimeros racionales que son cocientes de la fgrfgaondep<Z, ge N, cuyo conjunto
representamos pd@p.

También conocéis otros nimeros coxd, i, 0 el nimera que no son nimeros racionales

y que se llaman, con una expresion no demasiado afortunada, "ndameros irracionales”. Pues
bien, el conjunto formado por todos los nimeros racionales e irracionales se llama conjunto
de los nimeros reales y se representdipor

EsclaroqueNCZ Cc Q C R.

Aunque los nimeros gue no son racionales pueden parecer un poco raros, no merece la pena,
al menos por ahora, preocuparse por cOmo son estos nimeros; sino que lo realmente intere-
sante es aprender a trabajar con ellos. Lo interesante del nif@ege que su cuadrado es

igual a 2.

Pues bien, una de las cosas mas llamativas de los numeros es que a partir de un pequefio
grupo de propiedades pueden deducirse casi todas las demas. Vamos a destacar estas pro-
piedades basicas que, naturalmente, hacen referencia a las dos operaciones fundamentales
gue se pueden hacer con los nimeros: la sumay el producto. La suma de dos nimeros reales
X,y se escribex+y, representandose el producto pgrLas propiedades basicas a que nos
referimos son las siguientes.

P1 [Propiedades asociativas{x+Yy) +z=x+ (y+2) ; (xy)z=x(yz) paratodo,y,z
enR.
P2 [Propiedades conmutativask+y=y+X ; Xy=yx paratodox,yenR.

P3 [Elementos neutrosEl 0 y el 1 son tan importantes que enunciamos seguidamente sus
propiedades:
0+x=x ; Ix=x paratodxeR.
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NuUmeros reales. Funciones elementales. Limites y continuidad 2

P4 [Elementos opuesto e inversdpara cada numero realhay un numero real llamado
opuesto de xque representamos pek, tal que x+ (—x) = 0.

Para cada numero realdistinto de 0x # 0, hay un nimero real llamadiaverso de xque
representamos port, tal que xx 1 = 1.

P5 [Propiedad distributiva] (x+Y)z= xz+yzpara todox,y,zenR.

Las propiedades anteriores son de tipo algebraico y, aunque son muy sencillas, a partir de
ellas puedemprobarsecosas tan familiares como que 8 0, o que(—x)y = —(Xy).

Pero los nimeros tienen, ademas de las propiedades algebraicas, otras propiedades que
suelen llamarspropiedades de ordei©Como todos sabemos, los nimeros suelen represen-
tarse como puntos de una recta en la que se fija un origen, el 0, de forma arbitraria. Los
nameros que hay a la derecha de 0, se llapasitivosy el conjunto de todos ellos se
representa pdR™. Las propiedades basicas del orden son las siguientes.

P6 [Ley de tricotomia] Para cada humero reake verifica que o bien es= 0, o bienx es
positivo, 0 bien su opuestex es positivo.

P7 [Estabilidad deR"] La suma y el producto de nliimeros positivos es también un nimero
positivo.

Suele escribirsec—y en vez dex+ (—y). También, supuesty # 0, se escribex/y o ’—)j

en vez dexy 1. Los opuestos de los nimeros positivos, es decir los elementos del conjun-
to R™ = {—x: xe R*'}, se llamamimeros negativodNotese que el 0 no es positivo ni
negativo.

Parax,y € R escribimosx < y (Iéasex es menor que)yo y > X (Iéasey es mayor que)x

para indicar qug/—x € R, y escribimosx <y 0 y > x para indicar qugy—x € R" U {0}.

En adelante usaremos las notacior®§:= R* U {0}, R, = R~ U {0} y R* = R\ {0}.
Notese que stc R~ entonces-xcR™.

Reglas para trabajar con desigualdades.

Seanx,y,z numeros reales, entonces:

i) x<y ey<z implicanquex<z

i) x<y e y<x implican quex=Y.

i) Se verifica exactamente una de las tres relacioxesy, x=y, 0 y < X.
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iv) X<y implicaque x+z<y+z

V) X<y, z>0 implican que xz<yz

Vi) X<y, z<0 implican que xz>yz

vii) xy> 0 si, y solo six ey son los dos positivos o los dos negativos. En consecuencia Si
x+#0 esx?> 0 y, en particular, > 0.

viii) z> 0 implica que} > 0.

iX) Supuesto que ey sén los dos positivos o0 los dos negativos, se verifica guey
implica que — < %

Recordemos que ghlor absolutode un nimerae R se define como el nimero:

X Six=0
X| = .
—X sIx<O0

Para trabajar con valores absolutos es Util recordar quexiaig , representamos payx

al inico niumeranayor o igual que cerguyo cuadrado es igualba Puesto que, evidente-
mente,[x|2 = x? y, ademas|x| > 0, se tiene quéx| = v/x2. La utilidad de esto deriva de la
siguiente estrategia de procedimiento:

Dados ab € R} para probar que a= b es suficiente probar que?a= b? y para probar
que a< b es suficiente probar que?a b?.

Geométricamentdy| representa la distancia deal origen, 0, en la recta real. De manera
mas general:
|x—y| = distancia entr& ey

representa la longitud del segmento de extrexoy.

Propiedades del valor absoluto.

Parax,y € R se verifica que:

i) [xyl = [x[|yl;

ii) |X] <y esequivalente ay < x<Y;

i) [x+y| <|x+1y| ylaigualdad se da si, y solo siy > 0 (desigualdad triangular);
iv) |[X —ly|]| < |x—Y| ylaigualdad se da si, y sélo siy > 0.
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Principio de induccion matematica.SeaA un conjunto de nimeros naturalésC N, y
supongamos que:

i)1eA

i) Siempre que un numern esta erA se verifica quen+ 1 también esta eA.
EntoncesA = N.

El Principio de Induccién Matematica es la herramienta basica para probar que una cierta
propiedadP(n) es verificada por todos los niUmeros naturales. Para ello se procede de la
siguiente forma:

A) Comprobamos que el numero 1 satisface la propiedad, esto eB(Hjues cierta.

B) Comprobamos que si un numenaatisface la propiedaéntoncesambién el numero
n+ 1 la satisface. Es decir comprobamos qué&(@i) es cierta,entoncesambién lo es
P(n+1).

Notese que en B) no se dice que se tenga que probaP(@uess cierta, sino que hay que
demostrar la implicacion logica ) = P(n+1).

Si definimos el conjunt® = {ne N : P(n) es cierta, entonces el punto A) nos dice que
1€ A y el punto B) nos dice que siempre gnesta erA se verifica quan+ 1 también esta
enA. Concluimos qué = N, o sea, qué®(n) es cierta para todo numero natunal

Ejemplo 1

Para cada numero natunalseaP(n) la proposiciorsi el producto de n niUmeros positivos
es igual al, entonces su suma es mayor o igual gu®emostraremos por induccion que
P(n) es verdadera para todos N. TrivialmenteP(1) es verdadera. Supongamos @{a)

es verdadera. Consideremos- 1 nlimeros positivos no todos iguales a 1 cuyo producto
sea igual a 1. En tal caso alguno de dichos nimeros, llamémgdiene que ser menor
gue 1 y otro, al que llamaremos, tiene que ser mayor que 1. Notangg--- , X1 10S
restantes numeros se tiene que:

<X1X2)X3 e Xn=1

es decirxixz, X3, - - -, Xn1 SONN ndmeros positivos con producto igual a 1 por lo que:

X1X2 + X3+ +Xnp1 2N (1)
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y como 0< (1—x1)(x2 — 1), tenemos que:

X1+ X2 > 1+ X1%2 (2)
De (1) y (2) se sigue que:

Xp+Xo+X3+ - +Xpp1 >N+1
Hemos probado asi qi&n-+ 1) es verdadera.

Consecuencia: Desigualdad de las medias.
Cualesquiera sean los nimeros positigosay, - - - , an Se verifica que:

N altar+---
faga a0 < 1+a+--+an

n

y laigualdad se da si,y s6lo sy =ay = --- = ay.

Basta ponerG = v/ aja---a, Y X :%, 1<i<n, conlo cualxixz---X, =1 por lo

n n

que lei >n es deCirZEﬁ >nG y se da la igualdad solamente cuanglo= 1, para
i= =

i=1,2,...,n;es decir, cuandoa; = ap = --- = ap.

Ejemplo2
Pruébese que para tode N se verifica la desigualdad:

1,1 1
—= +-—=<2yn

‘m<1+ﬁ+ﬁ+"' T

El principio de induccién matematica puede aplicarse en muchas situaciones en las que, a
primera vista, no aparecen para nada los numeros naturales. Por ejemplo, una proposicion
referente a todos los polinomios podria probarse por induccién sobre el grado del polinomio.
Un teorema sobre matrices cuadradas podria probarse por induccién sobre el orden de la
matriz.

Probaremos a continuacion una Util igualdad algebraica conocidaféomola del binomio
de Newton
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Para establecer esta igualdad necesitamos definir los llarnadbsientes bindmico®a-
dos dos numeros enteros> k > 0 se define:

n
n! = p
[
es decirn! es el producto de todos los nUmeros naturales menores o iguales$edefine

(L)1) aen

es de comprobacion inmediata. A partir de ella se prueba facilmente, por induccion sobre

donde

también 0'= 1.
La igualdad

n, que (E) es un namero entero positivo. Lo que resulta evidente sin mas que considerar el
llamadotridngulo de Pascalen el cual() es el nimero que figura en la fitecolumnak.

1 3 31
1 46 4 1
1 5 10 10 5 1

Foérmula del binomio de NewtonCualesquiera sean los niumeros reads y el nimero

(a+b)" = ki <E) ——

Paran =1 la igualdad del enunciado es trivialmente verdadera. Supongamos que dicha

n <n)an—kbk _
2 \k
_ < <n>an+1—kbk+ . <n>an—kbk+1:

2 \k 2 \k
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igualdad se verifica pam € N. Entonces:

(a+b)™! = (a+b)(a+b)" = (a+b)




NuUmeros reales. Funciones elementales. Limites y continuidad 7

_ i <n> an+1kbk+n§< n )an+1kbk_
k=0 k k=1 k-1
_ an+l+bn+l+ i n + n an+1_kbk _
& k k—1
_ ¢+l Ak
2\

lo que prueba la validez de la igualdad para 1. En virtud del principio de induccién,
concluimos que la igualdad del enunciado es cierta parartadd. O

No hay que olvidar que el coeficiente binémi@b representa el nimero de subconjuntos
distintos dek elementos que tiene un conjuntordelementos.

Funciones reales

Las funciones son las herramientas principales para la descripcion matematica de una si-
tuacion real. Todas larmulasde la Fisica no son mas que funciones: expresan cémo
ciertas magnitudes (por ejemplo el volumen de un gas) dependen de otras (la temperatura y
la presién). El concepto de funcidon es tan importante que muchas ramas de la matematica
moderna se caracterizan por el tipo de funciones que estudian. No es de extrafar, por ello,
gue el concepto de funcién sea de una gran generalidad. Ademas, se trata de uno de esos
conceptos cuyo contenido esencial es facil de comprender pero dificil de formalizar.

La idea basica de funcion es la siguiente. Supongamos que tenemos dos cohjmps
una funcion deA enB es unaregla quea cada elemento de A asocia un Unico elemento de
B.

En este curso estamos interesados principalmente en funciones entre conjuntos de nimeros
reales, es decii y B son subconjuntos d&; con frecuencidB = R. Estas funciones se
llamanfunciones reales de una variable re&@n lo que sigue nos referiremos solamente

a este tipo de funciones y, si no se especifica otra cosa, se entienBe-gle Por tanto,

para darnos una funcién nos deben decir, en principio, el subcomjudeR vy la regla

gue asigna a cada numero Al@in Gnico nimero real. El conjun#®recibe el nombre de
dominiode la funcion.
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Las funciones se representan por letras. En la practica las letras mas usaflag gdn
pero cualquiera otra es también buenaf 885 una funcién x es un niimero que esta en su
dominio, se representa pb(x) (Iéase ‘f dex”) el nUmero quef asigna &, que se llama
imagen de x por f Es muy importante en este curso distinguir entre f (una funciorixy f
(un namero real)

Es importante advertir que las propiedades de una funcién depende de la regla que la define
y también de su dominjpor ellodos funciones que tienen distintos dominios se consideran
distintas funciones aunque la regla que las defina sea la misma.

Criterio de igualdad para funciones.Dos funcioned y g son iguales cuando tienen igual
dominio y f(x) = g(x) para todok en el dominio comun.

Notemos también que aungque estamos acostumbrados a representar a las funciones median-
te férmulas no siempre es posible hacerlo.

El simbolo f: A— R se utiliza para indicar qué es una funciércuyo dominio es Ase
supone, como hemos dicho antes, 4ues un subconjunto dr)

Veamos unos ejemplos sencillos.

a) Seaf : R — R la funcion dada pof (x) = x2.
b) Seag: R™ — R la funcion dada pog(x) = x°.
0, sixeQ
1, sixeR\Q

c) Seah: R — R la funcion dada por:  h(x) =

x34+5x+6
fX) = ———
d) Seaf(x) Z 1
Segun lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. Notese que la funcion definida
en b) es creciente y la definida en a) no lo es.

La funcién definida en c) es llamadiancion de Dirichlet Notese que no es facil calcular
los valores de dicha funcién porque no siempre se sabe si un nimero real dado es racional
o irracional. ¢ E®+ mtracional? Pese a ello la funcién esta correctamente definida.

En d) no nos dan explicitamente el dominiofdpor lo que se entiende queesta definida
siempre quef (x) tenga sentido, es decir, siempre gxfe;- 1 # 0, esto es, para+ 1.
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El convenio del dominio

Cuando una funcion se define mediante una férrlpﬂaa) = formula| y el dominio no es

explicito, se entiende que el dominio es el mayor conjunto de valorepde los cuales

la expresionf (x) tiene sentido como nimero real. Este es el llamdalminio naturalde

la funcién. Si queremos restringir el dominio natural de alguna manera, entonces debemos
decirlo de forma explicita.

Usaremos la notacicom( f) para representar el dominio de una funcfofuicho dominio

puede ser el natural o un subconjunto del mismo). El conjunto de todos los valores que toma
una funcion{ f (x) : xedom(f)}, suele llamarseango o recorrido de fo simplementea
imagende f y lo representaremos ponagerif).

Ocurre que el dominio natural de muchas funciones es un conjunto que esta formado por la
union de variosntervalos Recordemos el concepto de intervalo y cuantos tipos diferentes
hay.

Definicion. Un conjuntol C R se llama urintervalosi siempre que dos ndmeros estan en
| todos los numeros comprendidos entre ellos dos también estaikbconjunto vacio, @,
se considera también como un intervalo.

Ademas deR y del @, hay los siguientes tipos de intervalos.

Intervalos que tienen dos puntos extreragsb (dondea < b son nimeros reales):
a, b def {xeR:a<x<b}; (intervalo cerrado)

a,b| def {xeR:a<x<b}; (intervalo abierto)

[
]
[a,b[ def {xeR:a<x<b}; (intervalo abierto a derechay cerrado a izquierda)
]

a, b def {xeR:a<x<b}; (intervalo abierto aizquierday cerrado a derecha)

Intervalos que tienen un Unico punto extrea®R llamadoorigendel intervalo:

o, C] def {xeR:x<c} ; (semirrecta abierta a laizquierda)

|-
| — oo, ] def {xeR:x<c} ; (semirrectacerrada a la izquierda)
]
[

C, 40| def {xeR:x> c} (semirrecta abierta a la derecha)

C,+oo[ = gef {xeR:x>c} ; (semirrectacerrada a la derecha)

Como es la primera vez que aparecen, hay que decir que los simbeldease: “mas
infinito”) y —co (Iéase: “menos infinito"); son eso: simbolos. No son nimeros. Cada vez que
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aparece uno de ellos en una situacion determinada hay que recordar como se ha definido su
significado para dicha situacion. A veces, se esdRibg — oo, +oo|.

La mayoria de las funciones que vamos a usar en este curso pertenecen a la clase de las
funciones elementaleSe llaman asi porque pueden obtenerse a partir de ciertos tipos de
funciones bien conocidas realizando las operaciones de suma, producto, cociente y compo-
sicion de funciones.

Dadas dos funcioneky g se define stfuncion sumdresp.productg como la funcién que

a cada numerac dom(f) ndom(g) asigna el numero redi(x) + g(x) (resp. f (x)g(x)).

Dicha funcién se representa con el simbble g (resp.fg). Se define la funcion cociente

de f por g como la funciéon que a cada numetadom f) ndom(g) cong(x) # 0 asigna

el nimero realm. Dicha funcién se representa con el simbéloTambién podemos
multiplicar una%u);ciénf por un nimerax para obtener la funciéa f que asigna a cada
xedom(f) el numeroa f (x). De todas formas, el producto de un nimero por una funcién
puede considerarse como un caso particular del producto de funciones, pues se identifica el

nameroa con lafuncién constantgue toma como Unico valar.

Las propiedades de la sumay el producto de funciones son las que cabe esperar y su demos-
tracidén es inmediata pues se reducen a las correspondientes propiedades de los nimeros.

Cualesquiera sean las funcioneg y h se verifica:

Propiedades asociativasf +g)+h= f+(g+h); (fg)h= f(gh)
Propiedades conmutativals+g=g+ f; fg=gf

Propiedad distributiva.f +g)h= fh+gh

Composicion de funciones.

Supongamos quéy g son funciones verificando qumagert f) C dom(g). En tal caso, la
funcionh dada poth(x) = g(f(x)) para todoxe dom(f) se llamacomposicion de g con ¥
se representa pgro f. La composicion de funciones es asociativa, esto es

(gof)oh=go(foh)
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Funciones inyectivas.

Se dice que una funciéh es inyectiva en un conjuntd C dom(f), si en puntos distintos
de A toma valores distintos; es decttyc A y x # Y, entonced (x) # f(y). Se dice qud
es inyectiva cuando es inyectiva éam( f).

La funcidén inversa de una funcion inyectiva.Si f es una funcion inyectiva, puede defi-
nirse una nueva funcioi—*: imager{f) — R que llamaremoguncion inversa de ,fque

a cada numerg € imageri f) asigna el unico numemc dom(f) tal que f (x) = y. Equi-
valentementef ~1(f(x)) = x para todox € dom(f), y también f(f~1(y)) =y para todo
yedom(f~1) =imager{f).

Funciones monotonasSe dice que una funcioh es creciente (resp. decreciente) en un
conjuntoA C dom(f), si f conserva (resp. invierte) el orden entre puntos\des decir, si
x,yeAy x<y, entonced (x) < f(y) (resp.f(x) > f(y)). Se dice qud es creciente (resp.
decreciente) cuando lo es en todo su domimie=(dom(f)). Se dice que una funcién es
monétongpara indicar que es creciente o decreciente. Una funcién monétona e inyectiva se
dice que e®strictamente monétonaudiendo ser estrictamente creciente o estrictamente
decreciente.

Gréfica de una funcién.La grafica de una funciéh es el conjunto de pares de nimeros
{(x, f(x)) : xedom(f)}.
La grafica de una funcion pone de manifiesto, a simple vista, muchas de sus propiedades.

Para dibujar graficas de funciones se precisan herramientas de calculo que estudiaremos
mas adelante.

Funciones elementales: estudio descriptivo

Polinomios y funciones racionales

Notaremog la funcién identidad, es declrx) = x para todokeR. El producto de consigo
mismak veces se notar&. Mediante sumas y productos de las funciones constantes y de la
identidad podemos obtener lamciones polindmicas o polinomios

Co+Cil +Col? 4 +cpl"
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dondec,, ¢y, ..., C, son numeros llamadameficienteglel polinomio;ne N es un nimero
natural que, st, # 0, se llama grado del polinomio. Nétese que, llamaRd polinomio
anterior, tenemos para todo numenra igualdad:

P(X) = Co + C1X+ CoX? + - + Cpx"

Mientras que la suma, el producto y la composicion de funciones polinébmicas es también
una funcién polinémica, el cociente de funciones polinbmica da lugar a las llarhadas
ciones racionaleskEs decir, las funciones racionales son las que se obtienen a partir de las
funciones constantes y de la identidad mediante sumas, productos y cocientes (las opera-
ciones racionales: sumar, multiplicar y dividir). Una funcién racional tipica es de la forma:

R(X) = Pk
Q(x)
dondeP (el numerador) yQ (el denominador) son polinomios @ no es el polinomio
constante igual a 0. La funcidR tiene como dominio natural de definicion el conjunto
{xeR: Q(x) # 0}. Noétese que las funciones polindmicas son también funciones racionales

(con denominador constante 1).

Es inmediato que sumas, productos y cocientes de funciones racionales son también fun-
ciones racionales; y la composicién de dos funciones racionales es también una funcién
racional.

Raices de un numeroDados un namero real > 0 y un ndmero naturak > 2, hay un
nico nimero reak > 0 que verifica que = x. Dicho nimero reak se llama laraiz
k-ésima o de orderk de x y se representa pay’x o por x%/X,

Ademas, siy > 0, se verifica que:
i) X<y si,yso0lo si,{/X < %y,
i) /XY = /XY.
Six < 0yk esimpar se define{/x = —/[x|

Potencias racionalesDadosx >0, pe Z y qe N, definimosxP/9= ¥xP. Notemos que
(IX)P= JXP pues
(V0)P)'= (¥5%)P9= ((¥%)9) = x".
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Naturalmente, sp/g = m/n dondemeZ y neN, entonces se comprueba facilmente que
xP/d=x™"n En consecuencia, sies un nimero racional podemos definir, sin ambigiiedad
alguna, la potencia’ por x" = xP/9, dondepc Z y ge N son tales que = p/q.

Potencias reales y logaritmosVamos a hacer un estudio descriptivo de estas funciones.
Nos limitaremos a recordar sus definiciones y propiedades béasicas, dejando para mas ade-
lante un estudio riguroso de las mismas.

Dado un nimer@a > 0, a# 1, y un nimerx > 0, se define elogaritmo en base a de x
como el Unico numerge R que verifica la igualdadY = x. El logaritmo en basa dex se
representa por el simbolo Igg Nétese que, por definicion, para todo- O esal%%X = x.

El dominio de la funcién logesR*, y su imagen eR.
La funcidn es estrictamente crecientasi 1y estricta-

y=log x

mente decreciente ai< 1. La propiedad béasica de los

logaritmos es que convierten productos en sumas: . 2 : 4

IOga(Xy) =log,x+log,y (x>0,y>0)

Dos funciones logaritmo cualesquiera, Jydog;, estan
relacionadas por la igualdad:

1
log, X = 10g,b log, X (x>0)

Loslogaritmos decimalesorresponden a tomar= 10; y loslogaritmos naturalestambién
llamadoseperianogen honor de John Napier 1550-1617), corresponden a tomar como ba-
se el nimere. El nimerce es un niimero irracional que puede aproximarse arbitrariamente
por numeros de la formél + 1/n)" para valores grandes ae Un valor aproximado de

e es 27182818284. En esta asignatura trabajaremos siempre, salvo que explicitamente se
indique lo contrario, con la funcién logaritmo natural, que notaremos log (la notacion, cada
dia méas en desuso, “In”, para dicha funcién no sera usada en este curso).

La funcion inversa de la funcion Iges la funcion exponencial de basejue se representa
por exp,. Por tanto, para cadec R, exp,(X) es, por definicion, el inico niUmero positivo
cuyo logaritmo en base es igual ax: log,(exp,(x)) = x. Es facil comprobar que sic Q
entonces exir) = a", por lo que se usa la notacion gxp) = a*.
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El dominio de la funcién expesR, y su imagen e® ™. La funcion es estrictamente cre-
ciente sia > 1 y estrictamente decrecienteask 1. La propiedad basica de exps que
convierten sumas en productos:

exXpy(X+y) =exm(X)exp(y) (X YeR)
Dos funciones exponenciales cualesquiera, gxp,, estan relacionadas por la igualdad:
exp,(x) = exp,(xlog, b) (xeR)

La funcién exponencial de basginversa de la funcion logaritmo natural, se notara simple-
mente por exp. Por tanto e = e*. Con ello tenemos que:

XY =eYoox (x> 0,ycR)

La letrae se eligié en honor del gran matematico Leon-

hard Euler (1707-1783). A primera vista puede parecer

que no hay razones particulares para llameatural al 15
ndmeroe. Las razones matematicas de esta eleccion se =
veran al estudiar la derivacion. Sin embargo, hay mu-
chos procesos de crecimiento que hacen del nimero

[

una base exponencial extremadamente (til e interesan-

te. Veamos unos ejemplos.

Interés compuesto.Supongamos que invertimos un capital inicRla una tasa de interés
anualr (expresado en tanto por uno), ¢cuanto dinero tendremos cuando hayan lpasado
afos? Respuesta: depende de coémo se paguen los interesemté&ntelsimplese paga el

total de los intereses al terminar la inversion, por lo que el interés total producido es igual a
Prk, y el capital final seré igual B(1+ rk).

Sin embargo, lo usual es que se paguen intereses en periodos mas cortos de tiempo. Estos
intereses se acumulan al capital inicial y producen, a su vez, huevos intereses. Esto se conoce
comointerés compuestdor ejemplo, si el interés se pagaeces al afo (trimestralmente
(n=4), mensualmenten(= 12), etcétera) al final del primer periodo tendref@k+r/n),

al final del segund®(1+r/n)?; al final del primer afid®(1+r/n)", al final delk-ésimo

afio tendremoB(1+r/n)",
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Cuandm es muy grande, el nimeft+r/n)" es aproximadamente iguaéa Precisamen-
te, si los interese se acumulan instantdneamente al capital, lo que se conodateo#so
compuesto continy@ntonces el capital al final dielésimo afio viene dado pre’®.

Crecimiento demografico.LlamemosP, la poblacién mundial actual, y s@da tasa anual
de crecimiento expresada en tanto por uno, la cual suponemos que se mantiene constante.
Notemos poP(t) la poblacién mundial pasadobsiios.

Pasado un afio, la poblacion s&@) =~ Py + APy = (1+ A)Py. Utilizamos el signox y
no el = porque hemos calculado el crecimiento de la poblagdiBncomo si esta fuese
constantemente igualR en todo el afio, lo que no es correcto.

Obtendriamos un resultado méas exacto si consideramos el crecimiento de la poblacion men-

sualmente. Como la tasa de crecimiento mensulf &8, pasado un mes la poblacion sera
A

(1+ 2)Po, y pasados doce mesegl) ~ <l+ o

12
) Po. El calculo sigue siendo aproxima-
do, pues la poblacién crecentinuamentePara obtener una mejor aproximacion podriamos
considerar dias en vez de meses; en general si dividimos el affgeeindos, obtendriamos

como aproximacion:
)\ n
P(1) = <1+ n> Po
Cuanto mayor seamenor serd el error que cometem8shacemos que n crezca indefini-
. A" . .
damenteentonces el numer€1+ n) se convierte ene por lo queP(1) = e'P,. Si el

periodo de tiempo es defios, entonceR(t) = PyeM.

Funcién potencia de exponente reah. Se llama asi la funcién cuyo dominio BS que a

cadax > 0 asigna el numerg?. Puesto qua? = exp(alogx), las propiedades de esta fun-

cion se deducen con facilidad de las propiedades de las funciones exponencial y logaritmo
natural.

Funciones trigonométricas.Vamos a hacer un estudio descriptivo de estas funciones. Nos
limitaremos a recordar sus definiciones y propiedades basicas, dejando para mas adelante
un estudio riguroso de las mismas.

La palabratri-gono-metriasignifica “medida de las figuras con tres esquinas”, es decir, de
los tridngulos. La trigonometria (plana) es el estudio de las relaciones entre las longitudes
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de los lados de un triangulo (plano) y las medidas de sus angulos. Por ello, las funciones
trigonométricas se definieron originalmente mediante triangulos rectangulos. No obstante,
interesa definir dichas funciones usandoitaunferencia unidages decir, la circunferencia
centrada en O y de radio 1.

El concepto mas especifico de la trigonometria es slettida de un anguldara medir
un angulo llevamos su vértice al origen y medimos la longitud del arco de la circunferencia
unidad que dicho angulo intercepta, obtenemos asi un nimero que llamamos la medida
(absoluta, es decir no orientada) del angulo en cuestion. Naturalmente, lo primero que hay
gue hacer para medir cualquier cosa es elegir una unidad de medida. Pues bien, para medir
angulos suelen usarse dos unidades de medida.

Medida de 4ngulos en gradosConsiste en tomar como unidad de medida la longitud total

de la circunferencia unidad dividida por 360. Un &ngulo de un grado es el que intercepta en
. . , . .21

la circunferencia unidad un arco cuya longitud es |gu§2g8.

Medida de angulos en radianesConsiste en tomar el propio radio de la circunferencia
unidad como unidad de medida. Un angulo de un radian es el que intercepta en la circun-
ferencia unidad un arco cuya longitud es igual a 1 (es decir, igual a la del radio de dicha
circunferencia, el cual se toma como unidad de medida).

La relacion entre grados y radianes viene dada por:
180 grados= 1t radianes

No hay que olvidar qugradosy radianesno son otra cosa quenidades de medidde
longitudes, al igual que lo son el metro y el centimetro. En la navegacion y en la astronomia
los angulos se miden en grados, pero en Calculo es preferible medirlos en radianes porque
se simplifican las cuentas. Por ejemplo, la longitud de un arco de circunferencia se obtiene
multiplicando la longitud del radio de dicha circunferencia por la medidaadianedel

angulo que corresponde a dicho arco.

Nétese que la ventaja de medir en radianes es que, en tal caso, un mismo namero, el 1,
representa la medida del radio unidad y del radian; mientras que si medimos en grados, el
numero que expresa la medida del radio serig 2686 57,2957.
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Convenio de los angulos: usar radianede ahora en adelante, a menos que se establezca
explicitamente otra unidad, supondremos que todos los &ngulos estan medidos en radianes.

Funciones seno y cosendlay dos funciones que suelen confundirse: el seno de un angulo

y el seno de un nimero. En geometria se hablaeled de un angulp en Calculo usamos

la expresion se/2) para referirnos ateno del numere/2. ¢ Qué relacion hay entre uno

y otro? Antes que nada hay que decir que tanto el seno de un angulo como el seno de un
nameroson namerospero mientras que el seno de un angulo tiene una sencilla definicion
geomeétrica, no es evidente, a priori, cdmo se puede definir el seno de un nimero.

La idea consiste en asociar a cada niumero un (Unico) angulo y definir el seno del nUmero co-
mo el seno del angulo que le corresponde. Es evidente que a cada in@te podemos
asignar de manera Unica un angulo “enrollando” el segm@nkpsobre la circunferencia
unidad,en sentido contrario a las agujas del reldje forma que el origen de dicho segmen-

to coincida con el puntt = (1,0) de la circunferencia. Obtenemos asi un puitde la
circunferencia unidad. Pues bien, si las coordenad®s sien(a,b), se define:

serx = seno del éngul(@\Px) =b y cosx=coseno del éngu(@\Px) =a

Al ser igual a 2t la longitud de la circunferen-

<

cia unidad, es claro quB o = P, por lo que
sern(x) = sern(x+2m) y cogx) = cogx+ 2m). N6- o
tese también que siQ x < 211, entonces lanedi-

o

. ’ e .
da en radianeslel &nguloOUR, es igual ax, es 5= oo
decir:

ser(x) = seno del angulo d& radianes(0< x < 2m)

Si x < 0 podemos proceder con el segmex®| de forma analoga a la anterior, con
la diferencia de que ahora enrollamos dicho segmento sobre la circunferenciaemielad
sentido de las agujas del relaje forma que su extremo 0 coincida con el puste: (1,0)
de la circunferencia. Obtenemos asi un pudte- (c,d) de la circunferencia unidad y se
define, igual que antes dem = d, cogx) = c. Es facil ver que sP = (c,d), entonces
P_x = (c,—d). Resulta asi que séx) = — sern(—x) y cogx) = cog —x).
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Observacion.Podemos definir la funciéseno en gradosin mas que interpretar ques la

medida en grados del angulo que le corresponde. El hecho de que se use la misma notacién
para ambas funciones es la causa de muchos errores. Si notaf(e$ ekvalor del seno

del &ngulo cuya media esgrados, y notamos sgm) el valor del seno del &ngulo cuya
media ex radianes (es decir, la funcién que hemos definido antes); la relacion entre ambas
funciones viene dada por:

21X X
serf(x) = seri 360" sen 180

Es frecuente que s&fx) se escriba como s&f. Por ejemplo sef@5°). A esta mala notacion

se deben las dudas que a veces surgen sobre el significadaxdecgenllevan a preguntar:
“;estax en grados o en radianes?”, cuando lo que realmente deberia preguntarse es “¢se
trata de se¥(x) o de sef(x)?”; porque, en ambos casoses tan sdlo un numero al que no

hay por qué ponerle ninguna etiqueta.

Insistimos, una ultima vez: en este curso de Calculo el nUmeno significara siempre

seri x. Por tanto seftt/4) # ser(45) (pero sefirt/4) = serf(45)).

Propiedades de las funciones seno y coseno.
Las funciones seno y coseno son funciones reales cuyo dominio eR thds identidades
basicas que dichas funciones verifican son:

serfx+cos?x=1  (XeR)
Como se ha dicho antes, las funciones seno y coseno son periédicas de periodo 2
sen(x+2m) = serx, cogX+2m) =cox (XeR)
La funcion seno es impar y la funcién coseno es par:

sen{—x) = —serx, cog—x)=-cosx (XxeR)
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Todas las propiedades anteriores se deducen facilmente de las definiciones dadas. Las si-
guientes igualdades, conocidas coimianulas de adicionse probaran mas adelante:
sern(X+Yy) = serxcosy -+ cosxsery (x,yeR)

COYX+Y) = COSXCosy — serxsery (x,yeR)

La funcién seno se anula en los multiplos enterostdes decir, en los puntos de la forma
krtdondek es un entero cualquiera. La funcidn coseno se anula en los puntos de la forma
kri+ 11/2 dondek es un entero cualquiera.

Las funcionegangentey secante que se representan por tg y sec son las funciones defini-
das en el conjunt® \ {kr+1/2 :keZ} = {xeR : cosx # 0}, por:

serx 1
tgx="——, sexX=——
COSX COSX

Las funcionesotangentey cosecanteque se representan por cotg y csc son las funciones
definidas en el conjuntB \ {kmt: ke Z} = {xeR : serx # 0}, por:

COSX 1
cotgx=——, CSX=——
serx serx

Las propiedades de estas funciones se deducen con facilidad de las propiedades del seno
y del coseno. Por ejemplo, (tg = tg(x+ 11); es decir, la funcion tangente es periodica de
periodort

Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente.

Lo primero que hay que decir es que ninguna de las funciones “seno”, “coseno”, “tangen-
te”, es inyectiva pues todas ellas son periédicas y, por tanto, toman cada uno de sus valores
en infinitos puntos; en consecuencia, ninguna de ellas tiene inversa. Por tanto, no debe de-
cirse que las funcionemrcosengarcocosenparcotangentesean las funciones inversas del

seno, del coseno o de la tangente: eso no es cierto. Hecha esta observacion imprescindible,

pasemos a definir dichas funciones.

La funcién seno es estrictamente creciente en el intefvais2, /2] y en dicho intervalo
toma todos los valores comprendidos entfey 1, seti[—11/2,11/2]) = [—1,1]. En conse-
cuencia, dado un nimere [—1, 1] hay un Unico nimerge [—11/2, 11/2] tal que sey = X;
dicho numerqy se representa por arcseyse llama ebrcoseno de XEs decir, el arcoseno
es la funcion:
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- T T
arcsen]—1,1] — R definida por: sefarcsernx) = x, ~3 L arcsenx < >
Notese que la igualdad arc §sarx) = x, es cierta si, y s6lo sk-11/2 < x < 11/2.
b La funcion coseno es estrictamente decreciente en

el intervalo[0,1] y en dicho intervalo toma to-

dos los valores comprendidos entré y 1. Por

tanto, dado un nimeme [—1,1], hay un Unico
y-arccosx N numeroy € [0, 17 tal que coy = x; dicho nume-
roy se representa por arccosy se llamaarco-

coseno de XEs decir, arcocoseno es la funcién

arccos]—1,1] — R dada por co@rccox) = X

y O0<arccox <1
Notese que la igualdad arc¢oesx) = X, es cierta si, y sélo si, & x < 1T

La funcion tangente es estrictamente creciente en el intervaig2, /2] y en dicho inter-
valo toma todos los valores realeq|tg T1/2, 11/2[) = R. En consecuencia, dado un numero
x€R, hay un unico nimerg€] — 11/2,11/2] tal que tgy = x; dicho numeroy se representa
por arctgc y se llama ehrcotangente de.)Es decir, el arcotangente es la funcién:

Tt

Tt
5 < arctgx < -.

arctg:R — R definida por: tgarctgx) = x, >

Noétese que la igualdad argtgx) = x, es cierta si, y sOlo sk-11/2 < x < 11/2.

p/2
y=arctan x

-p/2

Las funciones hiperbdlicasHay algunas combinaciones de las funcioneg@xpexp(—X)
gue aparecen con tanta frecuencia que se les da nombre propio. Ellas son las figeriones
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hiperbélica representada por senhcpseno hiperboélicorepresentada por cosh, y estan
definidas para tode< R por:

X4+ e X eX—e X
coshx = —5 senhx = —

=senh
y=senn y=cosh x

Propiedades de las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico.
Las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbélico son funciones reales cuyo dominio es
todoR. La identidad basica que dichas funciones verifican es:

costfx—sentfx=1  (XxeR)
La funcion seno hiperbdlico es impar y la funcién coseno hiperbdlico es par:
senl{—x) = —sentx, cosh{—x) =coshx (xeR)

La funcion seno hiperbdlico es estrictamente crecient®.dra funcion coseno hiperbolico
es estrictamente creciente Rfj.
Todas las propiedades anteriores se deducen facilmente de las definiciones dadas.

La funcidn tangente hiperbdlica que se representa por tgh es la funcién definida para todo

X€R por:
sentx eX—e X

th pr— pr—
ghx coshx ex4-e X
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De forma analoga se definen las funciones cotangente, secante y cosecante hiperbdlicas.

Las funciones hiperbdlicas inversasLa funcidn seno hiperbdlico es una biyecciénRie
sobreR cuya inversa, representada por, argsenh, (léagemento seno hiperbdlit@iene
dada por:

argsenk = log(x+ vx2+1) (XeR)

y= argshx 1

-4 -2 2 4 y=argch x

-1

-2

La funcion tangente hiperbdlica es una biyeccioiRdmbre el intervalo— 1, 1] cuya inver-
sa, representada por, argtgh, (Iéasgumento tangente hiperbdlicas la funcion definida
en el intervald — 1, 1] por:

2 1-x
La funcién coseno hiperbdlico es inyectivalep y su imagen es la semirredtg +|. La
funcién, definida eifil, +[, que a cada numepo> 1 asigna el tnico numeno> 0 tal que
coshy = x, se llamaargumento coseno hiperbélicee representa por, argcosh, y viene dada

argtghx = }Iog <l+x) (-1<x<1)

por:

argcoshx = log(x+vx2—1) (x>1)
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y=argth x

La razén de por qué estas funciones se llaman hiperbdlicas es que, al igual que los puntos
(x,y) de la circunferencia unidad pueden representarse en la fotya= (cost,sert), los
puntos(x,y) en la rama derecha de la hipérbola unitaifa- y? = 1 pueden representarse
como(x,y) = (cosh,sentlt).

Naturalmente, la importancia de las funciones trigopnométricas procede de que multitud de
fendbmenos naturales son de naturaleza ondulatoria. Todos sabéis lo que es un electrocardio-
grama; pues bien, la gréafica que aparece en ese informe clinico no es mas que superposicio-
nes de graficas de senos y cosenos.

Las funciones hiperbdlicas, por su parte, también sirven para describir el movimiento de
ondas en solidos elasticos, o la forma que adoptan los cables eléctricos colgantes. Hay una
hermosa curva llamadzatenariacuya ecuacion es de la fornya= acosh(x/a) (donde se
entiende que es una constante). La catenaria es la forma que adopta una cadena perfecta-
mente flexible suspendida de sus extremaos y bajo la accién de la gravedad.

Continuidad

Para motivar la definicion que vamos a dar de continuidad, consideremos una ley fisica de
la formaP = f(V), que relaciona los valores de una “variable independih{@odemos
pensar que es el volumen de un gas) con otra “variable depenééeffiledemos pensar

gue es la presién). Si queremos usar dicha ley, hemos de medir uNyalerla variable

V, y es inevitable que al hacerlo cometamos algun error el cual, naturalmente, influye en
el correspondiente valor d& que ya no sera exactamente igu&ba= f (Vo). Surge asi la
pregunta natural: ¢ de qué forma el error en la medida dfecta al valor resultante d
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Es claro que si para valores demuy proximos” aV, obtengo valores de muy diferentes

entre si, la ley f” que relaciona/ conP no tendra ninguna utilidad practica.

Puesto que los errores de medida son inevitables, no es razonable tratar de obtener “el
verdadero valoPR,”. Lo que si puede hacerse es fijar una cota de error admisiblePpara

(la cual dependeréa de cada situacion concreta); llamegri@sdicha cota, £ > 0), y tratar

de obtener otra cota de errad”; (& > 0), de tal forma que siempre que midamgscon

un error menor qué tengamos la seguridad de que el valor resultante Padiferencia

deP, en menos que. Esto es|f (V) — f(V,)| < € siempre queV —V,| < 8. Cuando esto
efectivamente pueda hacerse para cualquier cota desesr@ decimos que la leyf” es
continua enV,. Nétese que cabe esperar que la cota de érdapenda det > 0 fijado en

cada caso, y también d&.

Las ideas anteriores conducen, de forma natural, a la definicion matematica de continuidad.
En todo lo que sigue, la letrarepresentara un conjunto no vacio de nimeros reales. En la
practicaA sera siempre un intervalo o una union de intervalos. Recuérdese que la notacion
f: A— R quiere decir qud es una funcién real cuyo dominio #s Es muy importante
advertir queA no tiene por qué coincidir con el dominio natural de la funcién. Esto es asi
porque con frecuencia estamos interesados en estudiar propiedades de una funcion en una
parte de su dominio natural. Ademas, la continuidad dkepende tanto de la “regla que

la define” como del conjunto en donde estamos trabajando. Enseguida pondremos ejemplos
para aclarar esto.

Definicion de continuidad en un punto.Una funciénf: A— R se dice que es continua

en un puntaa < A si, para cada numero> 0, se puede encontrar un numeéro- 0 (que,

en general, dependera €¢ dea) tal que para todxe A con [x—a| < & se verifica que
If(x)—f(a)| <e.

La definicion anterior suele escribirse, con abuso del formalismo ldgico, de la siguiente
forma:

x—al<d
Ve e Rt 38cR™ : | xe‘A }:> [f(x)—f(a)| <€

Adviértase como en esta definicion el conjuAttene mucho protagonismo: sélo se consi-
deran los valores déenA, lo que le pueda pasarafduera deA no nos interesa.

Se dice qud es continua en un subconjur@aC A, si f es continua en todo punto @e
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Funcion “parte entera”. Se llama asi la funcién que a cada numerasignael mayor
entero que es menor o igual queDicha funcidn se representa con la g esta definida
para todaxe R por las condiciones siguientes:

E(x)eZ y E(X)<x<E(X)+1

No es dificil probar que esta funcion es discontinua en todos los enteros. Ahora, si conside-
ramos a dicha funcién trabajando solamente en el intef¥alf) es decir, la funciorf cuyo
dominio es el interval@l, 2| y que a cada punto de dicho intervalo asigna su “parte entera”,
f(x) = E(x), para 1< x < 2; entonces la funciéfi es constante pues, claramef{g) = 1

para todaxe [1,2], luegof es continua en todos los puntos de su dominio, en parti¢ular

es continua en 1 a pesar de que la funcién “parte entera” es discontinua en dicho punto.

El ejemplo anterior pone de manifiesto la importancia que tiene el dominio en el que esta-
mos considerando que trabaja la funcién; pues una “misma regla” puede definir una funcién
continua o no, dependiendo del dominio donde dicha regla se aplique.

Nétese que, segun la definicion dada, tiene sentido hablar de la continuidad de una
funcién en puntos en los que dicha funcion no esta defifidg la funciéon f: R* — R,
dada porf (x) = 1/x para todax # 0, no es continua ni discontinua en 0, simplemente, no
esté definida en 0. La funciéh: R — R, dada porf (x) = 1/x paratodax #0y f(0) =1

es continua elR* y discontinua en 0.

La expresién f es continua” cuando no se especifica en donde estamos considerando defi-
nida af, significa quef es continua en su dominio natural de definicion.

No suele ser tarea facil demostrar que una funcién dada es continua. Generalmente, lo que
se hace es descomponer la funcién que queremos estudiar en otras mas sencillas cuya con-
tinuidad ya es conocida previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de operaciones
realizadas con funciones continuas conducen a nuevas funciones continuas.

Propiedades basicas de las funciones continuas.
Seanf, g funciones reales definidas AnSe verifica que:
i) Las funcionesf + gy fgson continuas en todo punto den el que las dos funciones
f y g sean continuas. En particular, las funciones suma y producto de funciones continuas
son funciones continuas.
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e 1 .

ii) Si g(x) # 0 para todox€ A, la funC|oné es continua en todo punto deen el
gueg sea continua. En consecuencia, la funcion cociente de dos funciones continuas cuyo
denominador no se anula hunca es una funcién continua.

Las propiedades anteriores no son dificiles de demaostrar y, sin embargo, son de gran utili-
dad.

Corolario. Las funciones racionales son funciones continuas.

De hecho, todas las funciones elementales estudiadas en el Capitulo 1 son continuas aunque
una prueba rigurosa de esto no podemos hacerla todavia.

Ademas de sumar y multiplicar funciones, también sabemos componerlas. Veamos cémo se
comporta la continuidad respecto de la composicién de funciones.

Continuidad de una funcién compuestaSeanf: A— R y g: B— R funciones tales que
f(A) C B. Supongamos qué es continua en un punt@< A 'y queg es continua en el
punto f(a). Entonces la funciébn compueste f: A— R es continua en el punta. En
particular, sig es continua eri(A), entoncego f es continua en todo punto éeen el que
f sea continua. Mas en particular, la composicion de funciones continuas es una funcién
continua.

Demostracién.Dadoe > 0, por la continuidad dg en f(a), existep > 0 tal que para todo
yeBcon|y— f(a)| < p se tiene quég(y) —g(f(a))| < €. Ahora, por la continuidad dé
ena, existed > 0 tal que para todeae A con|x—a| < & se tiene quef(x) — f(a)| < p.
Deducimos asi que(f(x)) —g(f(a))| < € para todox € A con |[x—a| < . Es decir, la
funcién compuestgo f es continua ea.

Intuitivamente, la continuidad de una funcién en un punto depende Unicamente del compor-
tamiento de la funcién en la “proximidad” de dicho punto. Esto se expresa dicienda que
continuidad es una propiedad local

Restriccidén y extension de una funcion.

Dada una funciorf : A— R y un subconjunto no vacid C A, podemos definiuna nueva
funcién llamadarestriccion de f a Gque se representa pég, que es la funciowefinida
en el conjunto Qjue viene dada pdic(x) = f(x) para todaxeC.
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Dada una funcionf: A — R, se dice que una funciég: B — R es unaextensiorde f, si
B D Ay f eslarestriccion dg al conjuntoA, es decirf (x) = g(x) para todaxe A.

Notese que los conceptos de extension y de restriccion de una funcién son esencialmente el
mismo: todo depende de que se mire “para arriba” o “para abajo”.

Es importante distinguir entre una funcién y su restriccion a un conjunto. Hemos visto, en el
ejemplo de la funcién “parte entera”, que una restriccion de una funcion discontinua puede
ser continua o, lo que es igual, una extension de una funcién continua puede ser discontinua.
Son importantes y Utiles a este respecto los siguientes resultados.

a) Cualquier restriccion de una funcion continua es también continua.
b) Cualquier extensién de una funcion continua eintervalo abiertoes tambiértontinua
en dicho intervalo abierto

Nétese la importancia que en la afirmacion b) anterior tiene el hecho de que el intervalo sea
abierta El ejemplo de la funcion “parte entera”, antes visto, pone de manifiesto que una
extension de una funcién continua en un intervaabiertopuede no ser continua.

De las afirmaciones anteriores se deduce la siguiente:

Teorema de localizacionUna funciénf es continua en un intervalo abiettsi, y sélo si,
la restriccionf; es continua eh.

El resultado anterior es bastante Util para evitarnos hacer trabajo innecesario. Por ejemplo, si
gueremos estudiar la continuidad de la funcion “parte entera”, como dicha funcion es cons-
tante en los intervalos de la form@n+ 1] (n€ Z), el resultado anterior nos dice que dicha
funcion es continua en estos intervalos. Sélo queda asi estudiar qué pasa en los enteros.

Los dos resultados que siguen ponen de manifiesto cémo la continuidad de una funcion en
un punto permite obtener informacién sobre el comportamiento de la funcion en los puntos
préximos al mismo. Estos resultados se llartomales

Acotacion local.Seaf: A— R continua en un puntac A. Entonces hay niumerdsl > 0,
r > O tales que para todoc A con|x—a| < r se verifica quef (x)| < M. (Es decir,f esta
acotada en un entorno del purto

Conservacion local del signoSea f: A— R continua en un puntac A con f(a) # 0.
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Entonces hay un nimeno> O tal que para toda € A con [x—a| < r se verifica que
f(x)f(a) > 0. (Es decir,f es positiva (sif (a) > 0) o negativa (sif (a) < 0) en todos los
puntos de un entorno @@

Demostracién.Supondremos qué(a) > 0. Podemos entonces tongar f(a)/2 para ob-
tener, en virtud de la continuidad deena, unr > 0 tal que para todec Acon|x—a| <r
se verifica quef (x) — f(a)| < f(a)/2, lo que implica quef (x) > f(a)/2 > 0. El caso en
quef(a) < 0 se reduce al anterior sin méas que sustitydor — f.

Teorema de Bolzano. Supremo e infimo

Si ahora mides 175cms. y hace 10 afios medias 135cms., es seguro que en algin momento
intermedio medias con exactitud 161cms. Si una entrada de cine cuesta 600Ptas. y hace
5 afos costaba 450Ptas., es seguro que en algin momento ir al cine costaba exactamente
499Ptas. ¢, Seguro? No, a ninglin empresario de cine le pareceria bien cobrar 499Ptas. por la
entrada.

La diferencia esta en gque la talla de una persona es una funcion continua del tiempo y para
pasar de 135cms. a 175cms. tiene que pasar por todos los valores intermedios, pero el precio
de las entradas de cine no varia de forma continua con el tiempo y puede pasar “de golpe”
de 450Ptas. a 500Ptas.

La gréfica de una funcién continua en un intervélo[a, b] — R, la imaginamos como una

curva continua, por ello, si(a) < 0 < f(b), la gréafica def tiene que atravesar el eje

para pasar de un punto situado por debajo de él a otro que se encuentra por encimay, por
tanto, f tiene queanularse en algin punto enag b. Esto es precisamente lo que afirma el
conocidoteoremaque sigue.

Teorema de los ceros de Bolzandoda funcion continua en un intervalo que toma valores
positivos y negativos se anula en algin punto de dicho intervalo.

Lo primero que llama la atencion en este teorema evglenciaNo esta de mas a este res-

pecto recordar, que, como decia Bertrand Russell, “en matematicas la evidencia es enemiga
de la correccion”. Precisamente, el mérito de Bernard Bolzano (1781-1848) esta en haber
llamado la atencién sobre la necesidadidmostramuchas proposiciones, aparentemente
evidentes, que se refieren a las funciones continuas. Podemos afiadir, ademas, que suele ser
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particularmente dificil demostrar matematicamente lo que nuestra intuicién presenta como
evidente; de hech@on las herramientas que tenemos hasta ahora no podemos demostrar
el teorema.

La funcion f(x) = x?>—2 es continua ¥f(0) < 0 < f(2), el teorema de Bolzano asegura
gue existe un numero positivo en el glise anula. En otras palabras, el teorema prueba
la existenciadel nameroy/2 y, como dicho nimero no es racional, deducimos que para
probar el teorema se precisa usar alguna propiedad que NO tienen los nimeros racionales.
Pero todas las propiedades de los niUmeros reales que enunciamos en la primera leccion las
tienen también los nimeros racionales. Concluimos que los nimeros reales deberan tener
otra propiedad que todavia no hemos considerado.
Comentamos el primer dia que no debemos preocuparnos rpachmque seal nimero
V2, pero al menos deberiamos de tener alguna fornmpaabar su existenciaes decir, de
las propiedades de los numeros reales se deberia poder deducir que hay un niimero cuyo
cuadrado es igual a 2. ¢Qué sabemos/@€ No es racional, pero podemos aproximarlo
por racionales. Con una calculadora obtenemos sucesivas aproximaciones raciog@es de
por defecto:

1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414213, ...
Es claro que/2 debe ser einenor nimero mayor que todas ell&ies bien, justamente
necesitamos una propiedad que garantice la existencia de ese “menor nimero mayor que”.
Nos vendra bien introducir alguna terminologia nueva.

SeaE un conjunto no vacio de nameros reales. Un nunzer® se dice que es uma-
yorante o cota superior(resp.minorante o cota inferior) de E six< z (resp.z< X) para
todoxe€ E. Si hay algun elemento dé que también sea mayorante (resp. minorante) de
E, dicho elemento es necesariamente (nico y se liademo (resp.minimo) deE y lo
representaremos porax(E) (resp. nmin(E)). Un conjunto que tiene algin mayorante (resp.
minorante) se dice que esté@ayorado o acotado superiormentgresp.minorado o aco-
tado inferiormente). Un conjunto que esta mayorado y minorado se dice quaestada

Esta claro que un conjunto puede no tener minimo ni maximo. Los problemas de “optimiza-
cion” consisten, justamente, en estudiar condiciones que garanticen la existencia de valores
maximos y minimos para funciones de diversas clases. La siguiente propiedad garantiza que
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ciertos conjuntosle nimeros reales tienen minimo.

P8 [Propiedad del supremo]Para todo conjunto de niumeros reales no vacio y mayorado
se verifica que el conjunto de sus mayorantes tiene minimo.

Dado un conjuntde CR, no vacio y mayorado, se llansapremo o extremo superiorde

E, al minimo mayorante dE y lo notaremos por syf). Con esta terminologia lo que

dice la propiedad del supremo es que todo conjunto de nimeros reales no vacio y mayorado
tiene supremo (pero nétese que el supremo no tiene por qué pertenecer al conjunto).

La propiedad del supremo es lo que distingue a los nimeros reales de los racionales. Dicha
propiedad se usa para probar la existencia de nimeros reales que cumplen alguna deter-
minada condicién. La demostracién del teorema de Bolzano es un ejemplo importante de
ello.

Demostracion del teorema de los ceros de Bolzano.

Es suficiente probar que di: [a,b] — R es continua yf(a) < 0 < f(b), entoncesf se

anula en algun punto del intervdia b[ . Una buena estrategia para demostrar un teorema
es “darlo por demostrado” fabajar hacia atras Tenemos que buscar un purta]a, b]

tal que f(c) = 0. Por supuesto, puede haber muchos puntos dbrsgeanule (el teorema

dice queal menos hay ungpero de todos ellos el méas facil de caracterizar es el “primero”,
porque a laizquierda de él la funcion es siempre negativa. Esto lleva a considerar el conjunto
E de los puntoxe [a, b] tales quef toma valores negativos ga x|:

E={xelab]: f(t) <0 paratodote[a x|}

Por su definicién, tenemos qiecC [a,b] y ac E. La propiedad del supremo nos dice que
hay un nimero reat, que es el supremo de. Es evidente qua < ¢ < b. La propiedad
de conservacion local del signo implica que existe al§in0 tal quea+o0<b—3dy f

es negativa en todos los puntos del interval@ + 8| y positiva en todos los puntos del
intervalo[b— &, b]. Esto implica que < c < b.

Veamos quéa, c[C E. Seaa < X, < €. ComoX, < cy ¢ es el minimo mayorante dg tiene
que existir algin punta, € E tal quex, < z, < ¢. Por tanto, sf € [a,X,] tambiént € [a, 7] Y,
como,z, € E, seraf(t) < 0, luegox, € E. Notese que hemos probado también fiog < 0
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para todoxe [a, c[.

Finalmente, probaremos qud¢c) = 0. Como a la izquierda dela funcion f toma valores
negativos yf es continua, deducimos que puede ser (it) > 0y, por tanto,f(c) < 0. Pero
tampoco puede sdf(c) < 0, pues entonces, por la conservacion local del signo, habria un
intervalo de la formgc—p,c+p| C [a,b] tal quef(t) < 0 para todd € [c—p,c+p] lo que
implica que erkE hay puntos mayores quelo que es contradictorio. Concluimos asi que
f(c)=0.

Hay consecuencias de este teorema que estan lejos de ser evidentes. Por ejemplo, puede
probarse, con la ayuda del teorema de Bolzano, que si tenemos tres sélidos en el espacio
(imagina que son tres bocadillos de muy distintos tamafios), es siempre posible encontrar
un plano que los divida simultdneamente en partes iguales (puedes cortar a los tres bocatas
exactamente por la mitad de un sélo tajo).

Un enunciadeequivalentedel teorema de Bolzano es el siguiente.

Teorema del valor intermedioLa imagen de un intervalo por una funcion continua es un
intervalo.

Hemosdemostrad@si laevidencianicial: una funcién continua en un intervalo toma todos
los valores comprendidos entre dos cualesquiera de sus valores.

Veamos algunas consecuencias sencillas del teorema de Bolzano.

Corolario [Existencia de raices]Dadosa > 0 y ke N hay un Gnico nimero > 0 tal que
=a

Corolario [Ceros de polinomios de grado impar]Toda funcién polinémica de grado im-
par se anula en algun punto.

A partir de la propiedad del supremo, se prueba con facilidgatdpiedad del infimo:
Para todo conjunto de numeros reales no vacio y minorado se verifica que el conjunto de
sus minorantes tiene maximo.

Dado un conjuntd C R, no vacio y minorado, se llaniafimo o extremo inferior deE,
al maximo minorante d& y lo notaremos por ifE). Con esta terminologia lo que dice
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la propiedad del infimo es que todo conjunto de nimeros reales no vacio y minorado tiene
infimo (pero nétese que el infimo no tiene por qué pertenecer al conjunto).

Teorema del valor maximo y minimo (Weierstrass)

Sabemos ya que la imagef(J ), de un intervald por una funcién continué es un inter-
valo. Nos preguntamos ¢ E$l) un intervalo deimismo tipoquel? Enseguida nos damos
cuenta de que no tiene por qué ser asi.

1. f(x)=x?% f([-1,1]) = f(-1,1])=10,1];
2. f(x)=1/x f(]0,1]) = [1,+oo[; f([1,+o[) =]0,1].
3. f(x)=semnx; f(]—mm=[-1,1].

Vemos asi que la imagen por una funcién continua de un intervalo abierto, o semiabierto,
o de una semirrecta, puede ser un intervalo de distinto tipo. Nos queda por considerar qué
ocurre con los intervalos cerrados (y acotados), es decir, los de la faybpaNétese que

si f:[a,b] — R es continua, para probar qud¢[a,b]) es un intervalo cerrado y acotado
basta probar que el conjunfd[a, b]) tiene maximo y minimo, es decir, que hay nimeros
u,ve[a,b] tales que para todos [a, b] esf (u) < f(x) < f(v), pues entonces sefé[a, b]) =

[F(u), f(V)].

Suele usarse la siguiente terminologia. $e® — R. Se dice qud esta acotada en Bi

el conjuntof (B) est4 acotado. Se dice gfiealcanza erB un maximo (resp. unminimo)
absolutosi el conjuntof (B) tiene maximo (resp. minimo), es decir, existe alglin portB
(resp.beB) tal quef(x) < f(c) (resp.f(b) < f(x)) para todake B.

Teorema del valor maximo y minimo (Weierstrass)loda funcién continuaf,, en un inter-
valo cerrado y acotada, b, alcanza en dicho intervalo un méximo y un minimo absolutos.
En particularf esta acotada €, b).

Demostracion. Queremos probar que hay algun puwte [a,b] en el quef alcanza un
maximo absoluto. ¢ Como podemos encontre? &iguiendo un razonamiento parecido al
del teorema de los ceros de Bolzano, nos damos cuenta de que a la izquielaéudeion
tiene que tomar valores menores o iguales f{@, por tanto, para que un punte [a, b]
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puede ser el que nosotros buscamos, debera ocurrir que paraadalx| se tenga que
f(t) < f(x). Esto lleva a considerar el siguiente conjunto:

E={xelab]: f(t) < f(x) paratoddeca,x}

La idea siguiente es considerar el maximoElePero no sabemas priori que E tenga
maximo, por eso lo que hacemos es considerar el supreniy deya existencia si esta
garantizada. Sea, pues= supg(E). La intuicion nos dice que el puntoasi definido cumple
lo que queremos, pero hay que probarlo. Néteseaqufa, b] (jAqui es donde se utiliza la
hipotesis de que el intervalo es cerrado y acotado!)

A) Empezaremos probando que E. Sic = a hada hay que probar porgae E. Supon-
dremos que < ¢ < b. Seaue [a,b] tal queu < c. Probemosjue no puede ser(€) < f(u).
Si asi fuera, llamandg(x) = f (u) — f(x); por la continuidad dé¢ y el teorema de conser-
vacion del signo, tiene que hazer un nime&re 0 tal queu < c— dy para todaze€|c— d, ¢
se cumpla que(z) > 2, es decirf(z) < f(u). Por serc el minimo mayorante dE, tiene
que haber algum, €|c — d,c] N E. Tenemos entonces qué¢z,) < f(u) y, comoz, € E y
a< u< z,deberasef(u) < f(z), o que nos lleva a qué(z,) < f(u) < f(z) y por tanto
f(20) < f(2) lo cual es claramente contradictorio. Concluimos fjug < f(c).

B) Probaremos ahora quéx) < f(c) para todoxe [a,b]. En virtud del apartado anterior, si
¢ =bhemos acabado. Consideremos, pu€sc < b. Falta probar que si< v < bentonces
f(v) < f(c). Laidea ahora es asociavan puntoA, € E, tal quef (v) < f(Ay). Notemos que
sic < v< b, entoncew ¢ E por la que tiene que haber algaa [a, V[ tal quef(v) < f(2).
La idea ahora es “cazar” al menor de tate€onsideramos para ello el conjunto

A, = {ze[ab]: f(v) < f(2)}

y definimosA, = inf(A,). Por la observacion antes hecha tenemosajge\, < v. Que-
remos probar quay, es el minimo de\,, es decir quef (v) < f(Ay). Para ello razonamos
como antes para probar que la desigualéi@d) < f(v) lleva a contradiccion. En efecto,
si fueraf(Ay) < f(v), llamandoh(x) = f(v) — f(x); por la continuidad dd y el teorema
de conservacion del signo, tiene que haber un nuder® tal queA, + o < by para todo
ze Ay, Ay + 9[ se cumpla qué(z) > 0, es decirf (z) < f(v). Por ser\, el maximo mino-
rante dxAy, tiene que haber algim € [Ay, Ay + 8[NA,. Tenemos entonces qdiéz,) < f(v)
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y, comoz, € A, deberé sef (v) < f(z), lo que nos lleva a qué(z,) < f(v) < f(z) y por
tantof(z,) < f(z) lo cual es claramente contradictorio. Concluimos 08 < f(Ay).
Deducimos ahora que, € E, y, comoce E, concluimos qud (v) < f(Ay) < f(c).

De A) y B) se sigue qué(x) < f(c) paratodae [a,b].

La consideracion de la funciéaf prueba que tambiéh alcanza un minimo absoluto en
[a,b]. Queda asi demostrado el teorema.

Como aplicacion del teorema de Weierstrass puede probarse el siguiente resultado.

n

Proposicion. Una funcion polinémica de grado pd(x) = Z ax* alcanza un minimo
k_

absoluto erR si el coeficiente lider es positiva, > 0, y alcanza un maximo absoluto Bn

si el coeficiente lider es negativay, < 0.

Limite funcional

Sex! un intervaloaun punto dd, y f una funcién definida eh\ {a}. Naturalmente, como
f no esta definida ea no tiene sentido hablar de la continuidad fdena. Sin embargo,
podemos preguntarnos ¢ es posible encontrar un nlineelfotal quedefiniendo fa) =L,
la nueva funciérasi obtenida sea continua @p Para ello el nUmert tendria que cumplir
la siguiente propiedad:

Ve c RT J8cR™T :

O<|x—al<d
| | }:> |[f(x)—L|<e

xel
donde la condicion “6< |x— a|” es obligada porque la funciéhno esté definida ea

Podemos modificar un poco la situacion anterior, suponiendo ahoré gsta definida en
todo el intervalol pero no es continua ea. En este caso queremos cambiar el valorfde
en a, es decir, encontrar, si es posible, un nimeroR tal quedefiniendcel valor de f
ena igual aL, lanueva funcidrasi obtenida sea continua anLa condicién que tiene que
cumplir dicho nimerd. es exactamente la misma de antes.

definida era de “forma apropiada”.

En los dos casos considerados la condicion obtenida es la misma con independencia del
hecho de qud esté o no definida ea y, en caso de estarlo, del posible valor qupueda
tener ena. Por ello, en lo que sigue consideraremos la siguiente situacion.
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NOTACION. En adelante, representaremos poun intervalo;a sera un punto dé, y

f serd una funcion que supondremos definidd gfa} sin excluir la posibilidad de que
dicha funcién pueda estar definida en todo el intervalo cual, para nuestros propésitos
actuales, carece de importancia.

Limite de una funcién en un punto.Se dice quef tiene limite en el punt@ si existe un
nameroL € R tal que se verifica lo siguiente:

Ve e RT 33eR™ : f(x)—L|l<e

O0<|x—al<d
=
xel

Dicho nimero se llambmite de f enay escribimos ilrr;f(x) =L.
X—

Notese que la existencia del limite es independiente defgasté o no definida ea v,

en caso de estarlo, del valor giepueda tener em. También debe advertirse que en la
definicion de lagualdad )I(’l_rgf(x) =L, sélo intervienermesigualdades

Es facil probar que el limite de una funcion en un punto, si existe, es Gnico. Una consecuen-
cia inmediata de la definicién dada es el siguiente resultado.

Proposicién.Seaf: | — R una funcion definida en un intervalo y seal. Equivalen las
afirmaciones siguientes:
i) f es continua ea.

i) 1im £ (x) = f (a).

En la recta real es posible distinguir si nos acercamos “por la derecha” o “por la izquierda”
a un punto. Ello conduce de forma natural a la consideracion déntites lateralesque
pasamos a definir.

Limites laterales de una funcién en un puntoSupongamos que:

A) El conjunto {x€1l : a < x} no es vacio. En tal caso, se dice gquéenelimite por la
derechaen a, si existe un nimero € R tal que se verifica lo siguiente:

a<x<atod
Vec Rt I5cR™ : I+ }:> [f(x)—al<e
Xe
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Dicho nimero se llamHAmite por la derecha de f enay, simbdélicamente, escribi-
mos imf(x) =a.

X—a

X>a

B) El conjunto{xel :x < a} no es vacio. En tal caso, se dice gudienelimite por la
izquierdaen a, si existe un numer@ < R tal que se verifica lo siguiente:

Ve c RT J8cR™T -

a—-d<x<a }:> F(x)— Bl <&

xel

Dicho numero se llamimite por la izquierda de f enay, simbdélicamente, escri-
bimos Im f(x) = B.
X<a
Teniendo en cuenta las definiciones dadas, es inmediato que:

i) Si a=supl, entoncesx’mf(x) = lim f(x).
X<a

ii) Si a=infl, entoncesim f(x) = lim f(x).
R

iiiy Si a no es un extremo dg entonces equivalen las afirmaciones:

a) )!’m;f(x) =L.
b) lim f(x) =lim f(x) =L.
X<a X>a

Funciones divergentes en un punto.
A) Se dice quef es positivamente divergenten a si se verifica lo siguiente:

O<|x—al<d
=
xel

VM e Rt 3deR* : f(x) >M

Simbdlicamente, escribimoxén?ilf(x) = +00,

B) Se dice quef es positivamente divergente por la izquierdaen a si se verifica lo
siguiente:

VM e Rt 3deR* : f(x) >M

a—-d0<x<a
=
xel

Simbélicamente, escribimg$n f(x) = +co.
X<a
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De forma analoga se definen los conceptos:

= “f es positivamente divergentegor la derecha e@’. Simbodlicamente escribimos

lim f (X) = +o0
X—a
x>a

= “f es negativamente divergenten a”. Simbélicamentex’lrr;f(x) = —o0o,

= “f es negativamente divergente por la izquierda o por la derechan a”. Simbo6-

licamente Im f(x) = —co  |im f(X) = —c0
X—a X—a
x<a xX>a

Limites en infinito. Seaf: | — R una funcién definida en un intervahm mayorado |Se
dice quef tiene limite entoo si existe un nimerd €R tal que se verifica lo siguiente:

x> K
vee Rt JKeR* : I }:> If(x)—L|<e€
Xe

Dicho numero se llambmite de f en -+, y escribimosx ’|k+n f(x) = L.

Andalogamente se define el limite ero.
Funciones divergentes en infinitoSeaf: | — R una funcién definida en un intervahm
mayorado | Se dice quef es positivamente divergente eno si se verifica lo siguiente:

x> K
VM e Rt JKeRT : I }:> f(x) >M
Xe

En cuyo caso escribimoxsirlh f(X) = 0.
Llegados aqui, el lector no tendra dificultad en precisar el significado de:

lim f(x)=—c, lim f(x) =+, [im f(x) = —o.

X— 400 X——00 X— —00

Discontinuidades. Algebra de limites. Limites de funciones mondétonas

Clasificacion de las discontinuidadesSeaf: | — R una funciéon definida en un intervalo
y seaacl.

= Si f tiene limite ena y )I(irrellf(x) # f(a), se dice quef tiene en el puntea una
discontinuidad evitable.
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= Silos dos limites laterales di en a existen y son distintos:

Iim £ (x) # lim ()
Xx<a xXx>a
se dice quef tiene en el punt@ unadiscontinuidad de salto

= Si alguno de los limites laterales no existe se dice §u&ne en el punta una
discontinuidad esencial

Es evidente que el concepto de limite es, al igual que el de continuidad en un punto, un
concepto local; la existencia del limite de una funcién en un pantiepende solamente

del comportamiento de la funcion en los puntos proximos al pantBsto se pone de
manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema de localizacién para limitesUna funcionf tiene limite en un punta si, y sélo
si, la restriccic’)n,f“m, dondeJ es unintervalo abiertoque contiene a, tiene limite ena,
en cuyo caso, ambos limites coinciden.

Es importante advertir que el concepto de limite lateral es un caso particular del concepto
general de limite de una funcién en un punto. Por ello, cualquier resultado referente a limites
de funciones en un punto puede ser convenientemente enunciado para limites laterales sin
mas que considerar la restriccién de la funcién a la derecha o a la izquierda del punto en
cuestion.

El siguiente resultado pone de manifiesto la compatibilidad de la “operacion de paso al
limite” con la estructura algebraica y de ordenitle

Teorema [Algebra de limites]Supongamos qué y g tienen limite era donde aceptamos
gue a puede ser un nimero real;teo, 0 —. Se verifica entonces que:

i) Las funcionesf +gy fg tienen limite ema y

[im(f +9)() =im £(x) +Iimg(x), lim(fg)(x) = lim  (x) limg(x

X—a X—a

e 1 L1 1
i) Si Ler;f(x) #0, entoncesxﬁgm = W

i) Si f(x) <g(x) paratodxel, x+# a, entonceiih;f(x) < )I(irr;g(x)
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iv) Supongamos qué&(x) < h(x) < g(x) paratodxel,x#ay )I(m; f(x) = )I(’lrr;g(x) =L.
Entonces se verifica quetiene limite ena y )I(’lrr;h(x) =L.

En el siguiente resultado se considera que una de las funciones es divergente.

Condiciones que garantizan la divergencia de una suma o de un productS8upongamos
que f es positivamente divergente en)l(irr;f(x) = +o0, donde aceptamos quepuede ser
un ndmero real, g-o, 0 —oo.

i) Supongamos que hay un numdvbe R tal que g(x) > M para todoxe |, x # a.
Envxncesxilrr;(f +0)(X) = +oo.

i) Supongamos que hay un numedvw > 0 tal queg(x) > M para todox |, x # a.
Entoncesxirg(fg)(x) = +o0.

El siguiente resultado es muy util.

Condiciones que garantizan que un producto tenga limite igual a cerdSupongamos
que Xin;f(x) =0, y que hay un nimerb! > 0 tal que|g(x)| < M para todaxe€ |, x # a.
Entoncesxih;( fg)(x) =2.

Un resultado importante es el siguiente.

La continuidad permuta con el paso al limite.Si g es continua en el punto= )I(m; f(x),

entonceiih;(gof)(x) = g(L). Simbodlicamente:

lim(gof)(x) =g(lim f(x))

X—a X—a

Limites de exponenciales y logaritmosEn lo que siguea puede ser un nimero reakeo
0 —oo. En los apartados bl), b2) y b3) se supone fjug > 0.

al) Imf(x)=L <= )I(in;ef(x) —eh.

a2) fimf(x) = +o0 <= lime'™ = 4o

X—a X—a

a5) Imf(x) = —c0 = )I(irr;ef(x) =0.

b1) )!’l_rgf(x) =L>0«= J(mlogf(x) =logL.
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b2) [im f(x) = 400 <= limlog f (x) = 0.

X—a X—a

b3) )!Lr’r; f(x) =0« )I(Ln;llog f(X) = —co.
Indeterminaciones en el calculo de limites.
Frecuentemente hay que estudiar el limite de una suma o producto de dos funciones preci-
samente cuando las reglas que hemos visto anteriormente no pueden aplicarse. Se trata de
aquellos casos en que el comportamiento de las funcibreg, fg, no estd determinado
por el def y g. Por ejemplo, si sabemos qg’gr‘)ilf(x) = 400 Yy que XLn;g(x) = —oo, ¢qué
podemos decir en general del comportamiento en el padi®la funcionf +g? Respuesta:
absolutamente nada. En consecuencia, para calcular un limite dgigpb# g)(x) don-
de me(x) = 4oy J(mg(x) = —oo Se requiere un estudio particular en cada caSoele
decirse que estos limites sona indeterminacion del tipo “co—oo” .

Anélogamente, si sabemos qy’g;lf(x) = 0 y que la funciéng es divergente (positiva-
mente o negativamente) en el purapello no proporciona ninguna informacion sobre el
comportamiento de la funciéfg en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el limite
)I(Lrg(fg) (x) es una indeterminacion del tipo “0«”. Las indeterminaciones que aparecen

al estudiar el cociente de dos funciones divergentes o de dos funciones con limite cero, es
decir, las llamadamdeterminaciones de los tipog e /", “0 /0", pueden reducirse a una
indeterminacién del tipo “&".

Todavia hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van a surgir al considerar fun-
ciones de la formd (x) 9% dondef es una funcién que toma valores positivog §s una
funcion cualquiera. Puesto que:

f(x)9% = exp(g(x) log f (x))

teniendo en cuenta los resultados anteriores, el Il')r(ilige‘ (x)9% vendra determinado por

el limite )!mg(x) log f(x), el cual, a su vez, esta determinado en todos los casos por el
comportamiento en el punta de las funcioned y g, excepto cuando dicho limite es una
indeterminacién del tipo “®", lo que ocurre en los siguientes casos:

a) )!mf(x) =1, XI’Lngl|g(x)| = 4o (indeterminacion “T”)
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b) lim f(x) = +o0, limg(x) =0 (indeterminacion ¢0”)

c) limf(x)=0, img(x) =0 (indeterminacion “8

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan “resolver las indeterminacio-
nes”; ino serian tales si las hubiera! Es por ello que, los limites indeterminados, requieren
un estudio particular en cada caso. Es un hecho que la mayoria de los limites que tienen
algun interés matemético son limites indeterminados. Cuando estudiemos las derivadas ob-
tendremos técnicas que permitirdn calcular con comodidad dichos limites.

Hemos dejado para final de este capitulo uno de los resultados mas importantes que vamos

aver en este curso.

Teorema [Limites de una funcién monétonajSeaf una funcion creciente definida en un

intervalo|.

i) Paratodo puntac| que no sea un extremo tise verifica que:

lim f(x) =sup{f(x) : xel,x<a}.
X<a
lim f(x) = inf{f(x) : x€l, x> a}.
x;a

i) SiacRU{—} es el extremo izquierdo de entonces:

a) Sif esta minorada eh esxirr;f(x) =inf{f(x):xel\{a}}.

b) Si f no esta minorada ehesxirr;f(x) = —00,
i) Si ac RU{+} es el extremo derecho deentonces:

a) Sif estd mayorada eh esxirr;f(x) =sup{f(x): xel\{a}}.

b) Si f no estd mayorada dnesxin;f(x) = o0,

Demostracion. Supongamos qua< | no es el extremo izquierdo de es decir que el
conjunto{xel : x < a} no es vacio. Entonces, el conjufe={ f (x) :xel, x<a} tampoco
es vacio y, por sef creciente, el nUmeré(a) es un mayorante d8. Seaa = sup{ f(x) :
xel, x < a}. Dadog > 0, el nUmerax — € no puede ser mayorante Bees decir, tiene que
haber algun puntg, €1, X, < atal quea — e < f(x,). Sead = a— X, > 0. Entonces para
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a—0< X< a, estoes, pard, < X< a, se verifica quex — e < f(x) < f(x) < a, lo que
claramente implica que — € < f(x) < a +¢, es decir| f(x) — a| < €. Hemos probado asi

que im f(x) = sup{f(x) : xel, x < a}. Los demas casos se prueban de forma muy parecida

x<a
y quedan como ejercicio para el lector.

Teorema [Discontinuidades de las funciones monétona§eaf una funcién monétona
en un intervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del misitemlamente puede tener
discontinuidades de salto.

ii) Si el intervalo tiene maximo o minimd, puede tener en dichos puntos discontinui-
dades evitables.

Teorema [Continuidad de una funcién monétonaJUna funcion monétona definida en un
intervalo es continua si, y sélo si, su imagen es un intervalo.
Demostracion.En efecto, sif : | — R es una funcién creciente en un intervhlpsupone-
mos que su imagef(l) es un intervalo entonces, && | no es un punto extremo dees
decir, hay puntos,vel tales qual < a < v, tenemos que

{f(x) :xel,x<a} D[f(u),f(a)[, {f(x):xel,x>a}D]f(a), (V)]

y deducimos queitn f (x)=f(a) = lim f (x), esto esf es continua ea. Analogamente se
X<a X>a
prueba que di contiene a alguno de sus extremos entorfces continua también en esos

puntos.

Teniendo en cuenta que la funcion inversa de una funcion estrictamente monétona es tam-
bién estrictamente monétona (y del mismo tipo), se deduce de lo anterior el siguiente im-
portante resultado.

Teorema. La funcion inversa de una funcion estrictamente monétona y continua en un
intervalo es también una funcién continua y estrictamente mondétona.

El siguiente resultado se demuestra haciendo uso del teorema de los ceros de Bolzano y
sera usado en el pr6ximo capitulo para obtener una importante propiedad de las funciones
con derivada distinta de cero. Su demostracién no afiade nada nuevo a lo que ya sabemos
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y por eso no la incluyo aqui; pero lo que se afirma en él es muy intuitivo: si una funcion
escontinua e inyectiva en un intervantonces es claro quea grafica no puede subir y
bajar, en consecuencia o siempre sube o siempre baja.

Teorema [Funciones continuas e inyectivas en intervalog]na funcién continua e inyec-
tiva definida en un intervalo es estrictamente mondétona.
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